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1. INTRODUCTION ET DBFINITIONS 
Dans sa these [12], G. Lion Ctudie les familles resolvantes (V,),,, 
sur un espace compact X, telles que h V,l = 1.11 aeu I’idCe, pour cela, 
d’introduire la front&e de Choquet de I’espace H = V,[C(X)]. 
En fait, un grand nombre des resultats qu’il obtient ne dependent 
pas de la famille resolvante elle-meme, et s’interpretent beaucoup plus 
naturellement aumoyen de ce que I’on peut appeler un “operateur de 
Lion”. Ce point de vue permet d’introduire et d’utiliser l simplexes 
de Choquet, et de preciser les resultats de Lion. 11 met aussi en 
evidence le lien entre la theorie de Lion et certains “projecteurs 
boreliens” dans C(X). Enfin, il debouche naturellement sur l’etude 
d’une classe particuliere de simplexes, generalisant l’etude faite par 
Alfsen dans [2], des simplexes metrisables. 
Notations. Si X est un espace compact, on notera: 
(a) C(X) l’espace des fonctions reefles continues ur X. 
(b) B’or (X) I ‘es pace des fonctions reelles born&es boreliennes 
sur X. 
(c) g(X) l’espace des fonctions rtelles bornees boreliennes 
de Baire, c’est-a-dire le plus petit espace de fonctions reelles bornees 
sur X, contenant C(X), et stable par limites simples de suites. 
(d) M+(X) (resp. M,+(X)) 1 ‘ensemble des mesures de Radon 
positives sur X (resp. de masse 1). 
DEFINITION 1. Soit X un espace compact, et soit H un sous-espace de 
C(X), skparant, contenant les constantes. On appelle H-opkrateur de 
Lion sur X me application &&aire positive: 
L: C(X)+RX 
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telle que 
(a) L(f) =f VfEH 
(b) L vCri$e la “condition deLion”: II existe un sous-espace dense 
de C(X), V, tel que 'df E V 3M > 0 et { fn} C H tels que: 
llfn II G hf et $,ym M-4 = w %+ 
Si V = C(X), on dira que L est un H-ope’rateur de Lion fort. 
Exemples fondamentaux: 
(1) Soit (VA,, une famille &solvante sur X (c’est-h-dire un
famille d’ophateurs V, : C(X) + C(X) 1inCaires positifs vhifiant 
v, - VP = (p - A) v,v, VA , p > 0)) telle que t/h > 0 hvAl = 1. 
On suppose que l’espace V,[C(X)] (indkpendant de X) s&pare X. 
Alors G. Lion a montr& que Vf E C(X), lim,,,, AVAf(x) existe 
VU-C E X. Soit .f(x) cette limite. Sion pose L( f ) = f et H = V,[C(X)], 
l’ophateur L est un H-opCrateur de Lion fort (Vf E C(X), on pose 
fn = nV,f, et M = Ilf II). 
(2) Soit (P,)t,o un semi-groupe fortement continu d’opCrateurs 
markoviens positifs sur X, espace compact me’trisable, et supposons 
que H, l’espace f rmC engendrC par (Jt>O PJC(X)], &pare X. Alors 
G. Lion a montrk (cf. [22]) que Vf 6 C(X) et Vx E X, lim,,, P, f(x) 
existe. Soit L(f)(x) cette limite. 
Alors L est un H-ophateur de Lion fort sur X. 
(3) Soit L un projecteur continu positif deC(X) sur un sous-espace 
fermC H de C(X), sC p arant, contenant les constantes. 
Alors L est un H-ophateur de Lion fort sur X. 
2. DEUX LEMMES SUR LES ENSEMBLES ORDONNBS 
LEMME 2. Soit E un ensemble ordonne’, semi-re’ticule’ supCrieurement 
[on note sup(x) y) la borne supkieure de x et y]. Soit F un sous-ensemble 
de E. S’il existe un projecteur c oissant L de E su7 F, alors F est semi- 
rkticule’ suphieurement pour l’ordre induit, etsi x, y E F: 
x VY = WUP(~,Y)l. 
F 
Posons u = L[Sup(x, y)] E F, p our x et yEF. Alors u>x et y. 
Soit z~F, z > x et y. Done z >, Sup(x) y). Done 
x = L(z) > L[Sup(x, y)] = u, 
etonabienu=xVy C.Q.F.D. 
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LEMME 3. Soit G un groupe ordonne’, re’ticule’, muni d’une “notion 
de convergence”, “sLpar&e”, compatible avec l’ordre, et telle que 
l’application (x, y) -+ Sup(x, y) soit “continue”. 
Soit G’ un sowgroupe ‘tferme” de G tel que, si x, y E G’, alms 
Sup(x, y) E G’. 
Soit L : G’ -+ G une application additive, telle que L(0) = 0, positive 
et “continue”. 
Soit enjin r un sow-ensemble de G’, stable par somme, semi-rdticule 
supkieurement, tel que L(r) C G’, L(x) 3 x Vx E r, et L(y) =y Vy EL(F). 
Alors H = ‘L(r - r)” (c’est-d-dire l  plus petit sous-ensemble de G 
contenant L(r - r) et stable par la notion de convergence) est invariant 
par L, re’ticult? pour l’ordre induit, et si x, y E H: 
x yY = m;P(%Y)l 
La demonstration se fait en plusieurs points; si A C G, on notera 
Q(A) I’ensemble des “limites”, pour la notion de convergence, 
d’elements de A. 
Pour tout ordinal ‘Y, on definit A, = Q[Uaia Aa] par recurrence, 
en posant A,, = A. L’ensemble uoiaO A, est “l’adherence” “A” de A 
pour la notion de convergence utilisee. 
(1) L(r-r)estp onctuellement invariant par L. 
Posons L(r - T) = A, invariant par L. Puisque L est continu, on 
voit que A,, et, par recurrence, A, , Vol > 0, est invariant. Done A 
est invariant par L. 
(2) Sif,gEL(r),f Vg,b orne superieure de f et g dans A, existe, 
et c’est L[Sup( f, g)]. 
Soient f = L(4), g = L($), qf~ et 7/~ E r. Soit u = SUP($, I#) E r. 
L(U) >, f et g, et L(U) EL(~) c A. 
Soit h E A, h 2 f et g. Alors f = L(+) 2 4, et g = L(4) > #, done 
h > g3 et $, done h > u. Done h = L(h) 3 L(u). Done L(u) = f Vg 
dans A. 
Soit v = L[Sup( f, g)]. On a f > 4, g > $, done Sup( f, g) > u, done 
v 3 L(u). D’autre part, f V g > Sup( f, g), done 
-qf Vg] = W(u)] = L(u) = f vg > L[Sup(f, g)] = 0. 
Done L(u) = v 
(3) Si u, v E L(r - r) = A, u V v existe dans A, et c’est L[Sup(u, v)] 
Soientu=f-f’,v=g-gg’EL(r-r),f,f’,getg’EL(r). 
Soit w = (f + g’) V (g + f ‘) - (f’ + g’), qui existe d’aprb 2. 
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Onaw >uetv,biensOr.Soith >uetv,hEA,h +f' fg' >,f fg' 
etg+f’,donch+f’+g’>(f+g’)V(g+f’),donch>,w. 
Done w = u V v qui existe. 
D’autre part, (f + g') V(g + f') = Wup((f + g'), (g + f'))l 
d’apres 2. Done w = L[Sup{( f+ g'), (g + f')} - (f' + g')] car 
L(f') =f’etL(g’) =g’. 
Done w = L[Sup{(f - f '), (g - g'))] = L[Sup(u, v)]. 
(4) Si U, v E A, u V v existe dans A, et c’est L[Sup(u, v)]. 
Montrons, par recurrence sur (Y, que u V v existe dans A Vu, v de 
A, . C’est vrai pour 01 = 0 d’apres 3. 
Supposons que ce soit vrai VP < 01, et soient u, v E A, . Soient 
(Ui>, (Vi) c ua<u 4 ) ui + U, vi + v. Alors Sup(ui , vi) + Sup(u, a), 
done L[Sup(u, ,vi)] --+L[Sup(u, v)] = w, c’est-a-dire uiV vi + w. 
Done w > u et v, et w E A. Soit h E A, h 3 u et v. Alors h 3 Sup(u, v) 
et h = L(h) 2 L[Sup(u, v)] = w. 
Done w = u V v = L[Sup(z~, v)]. La recurrence est done demontree, 
et le lemme en resulte C.Q.F.D. 
Remarque 4. (a) E n ar f ‘t ,en regardant de plus prb la demonstra- 
tion, on s’apercoit que si u, v E A,, u V v dans A est en fait dans A, , 
c’est-a-dire qu chaque A, est un sous-ensemble r ticule d A. 
(b) Bien entendu, si la “notion de convergence” correspond a une 
topologie, lademonstration sesimplifie un peu. 
Nous appliquerons celemme a des espaces de fonctions born&es; 
la notion de convergence sera, soit la convergence uniforme, soit la 
convergence simple de suites born&es. 
3. OPI~TEURS DE LION ET PROJECTEURS 
Nous allons voir que le 3bme exemple fondamental est presque le 
plus general, pour un H-operateur de Lion L sur I’espace ompact X. 
LEMME 5. L envoie en fait C(X) dans B(X), et, pour la norme 
uniforme, L est continu de norme 1. 
Pour tout xE X, l’application f 4 L(f)(x) ( f E C(X)), est une mesure 
positive de masse 1, que l’on otera pFLr . 
LEMME 6. On a Z’lgalitt: R = {f E C(X)1 L(f) = f}. 
Soit A = {f E C(X)/ L( f) = f }. A est ferme, done A 3 8. Soit p 
une mesure nulle sur Z?, et soit fE A. 
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Soit &Jp c K gp +f uniformement. Alors, d’apres le Lemme 5, 
L(g,) + L( f ) uniformement. Done PL%Jl- PF(f 11. Or, VP, 
3{hnP}n C H et MP > 0 tels que I/ 13%” 11 < MP et L(g,)(x) = 
lim,,+, h,p(x). Done, d’apres le theoreme de Lebesgue, p[L(g,)] = 
’ n-rtm /-4hnP)- D one, puisque p est nulle sur H, p[L(g )] = 0. Done 
EE(.t)l = 0. Or f = L(f). Done p(f) = 0. Done p eit nulle sur A. 
Done A C I?. C.Q.F.D. 
DEFINITION 7. On obtient une extension naturelle de L a BOY(X) 
en posant, Vf E LSor(X): 
W)bf) = CL&f) 
L est encore lineaire, positif, de norme 1, a valeur dans l’espace des 
fonctions born&es. 
DEFINITION 8. On appelle ;X l’adherence, pour la norme uniforme, 
de l’espace 
.?f? C a(X), d’apres le lemme 5. 
PROPOSITION 9. La restriction de L a G$? est un projecteur continu 
positif de 3? dans S”, tel que L( 1) = 1, et vkifant 
L(X) = L[C(X)] 3 R 
De plus, les assertions suivantes sont equivalentes: (a) L(Z) = I?; 
(b) x = C(X); (c) L[C(X)] C C(X); (d) L est un projecteur continu 
positif de C(X) sur Ef. 
Sif = W) l W)J(f Xx) = k(f) = dlimn-+mfnl, oh{fn> CH, 
jl fn 11 ,< M, fn + f = L(4) simplement. Done L(f)(x) = lim, pz( fn) = 
lim, f&4 = W)(4 = f(x). Done LoL=L sur V. Or LoL et L 
envoient C(X) dans l’espace des fonctions borntes, et sont continues 
pour la norme uniforme. Done L o L = L sur V = C(X). Done 
L[C(X) + L[C(X)]] = L[C(X)] r>B, et L est un projecteur de 
C(X) + L[C(X)] sur L[C(X)]. D one L(Z) C L[C(X)] C .Gf. Si L est 
l’identite sur L[C(X)], il l’est sur L[C(X)], done L est un projecteur 
de s sur L(S) = L[C(X)] 3 I?. 
L’equivalence des assertions (a), (b), (c), (d) est alors Cvidente. 
C.Q.F.D. 
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Remarque 10. 
(a) En fait, l’espace J? est forme de fonctions de 2eme classe de 
Baire, puisque si f + L(g) E C(X) + L[C(X)], on peut tcrire 
f + L(g) = lim. uniformer,,,, [f+ L(g,)], g, E V; d’ou: 
f + L(g) = lim. ;~k~rne[lirnG~~~ple(~ + &“)I, h,p E H. 
Enfin, %? = C(X) + L[C(X)], done f E x 3 3#g E C(X) + L[C(X)] 
telles que 
f = lim. tincwrne q$ . 
(b) On peut montrer aisement que L(g(X)) C a(X), en utilisant 
la continuite d L pour le passage ala limite simple de suites bornees. 
Mais on verra plus loin ($7) que L est un projecteur de 99 dans 59, 
dans un cas plus general. 
(c) 11 est clair que x est le plus petit espace de fonctions born&es 
contenant C(X), f erme pour la norme uniforme, et sur lequel L est 
un projecteur. Lorsque % = C(X), on est dans la situation du 
3eme exemple fondamental. 
Citons, dans le meme ordre d’idee, le resultat suivant: 
PROPOSITION Il. Soit X un espace compact, et H un sous-espace 
sbparant de C(X), f erme’, contenant les constantes. Lesassertions suivantes 
sont e’quivalentes: 
(a) II existe un projecteur continu positif L (unique) de C(X) SW H. 
(8) H est re’ticult! pour son ordre propre. 
(a) 3 (fi) :c’est une application immediate du lemme 2. L est alors 
unique, car si fi ,...,f, E H LISup(fl ,...,f,)l =fi V,..., Vfn, et 
l’ensemble d s Sup( fr ,..., f J est total dans C(X). 
(b) 3 (a) : si H est reticule, on peut resoudre le probleme de 
Dirichlet sur la front&e de Silov S(H) de H (cf. [4]). Alors 
W E C[S(H)I, 3h, unique dans H qui prolonge 4, et 4 -+ h, est lineaire, 
positive etcontinue. Si fE C(X), 
f - L(f) = h/s(H) 
est le projecteur cherche. C.Q.F.D. 
La question se pose alors naturellement de savoir si, dans le cas --- 
d’un H-operateur de Lion L sur X, l’espace L(x) = L[C(X)] est 
reticule pour son ordre propre. La reponse st affirmative: 
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THEORBME 12. Si L est un H-ophateur de Lion SW l’espace X,
l’espace L[C(X)] = L(x) est rkticulb pour son ordre propre, et si 
f, g EL(=% f VL(Xx,l? = L[SUP(f, dl. 
On ne peut appliquer le lemme 2, car on ne sait si Z est reticule. 
On va done utiliser le lemme 3. G sera l’espace d s fonctions bornees, 
G’ sera g(X), oh l’on prendra l’ordre naturel. 
On pose r = { fE C(X) 1 f < L( f )). r est un sous-cone convexe 
ferme de C(X), semi-reticule superieurement, etr3 H. Done r est 
separant, et r - r = C(X). On utilise la convergence uniforme 
pour appliquer le lemme 3. 
On obtient: L(r - r) est reticule, avec f V g = L[Sup( f, g)]. Mais 
L[(r - r)] CL(r - r) CL[C(X)], done: 
qr - r) = L[C(X)] = L(X) 
C.Q.F.D. 
Remarque 13. 
(a) 11 resulte du theoreme 12 que L(x) est un M-espace de 
Kakutani pour son ordre nature1 et la norme uniforme, done que 
(u, V) + u V v est continue pour cette norme (cf. [9], [IO], [15]). 
(b) L’espace L[C(X)] 1 ui-meme n’est pas en general reticule. 
4. REPRI~SENTATION SIMPLICIALE D’UN OPBRATEUR DE LION 
Degageons les proprietes du c8ne I’ introduit dans la demonstration 
du theoreme 12: 
LEMME 14. Soit r = {f~ C(X) 1 f <L(f)}. C’est un sous-c&e 
convexe ferme’ de C(X), semi-re’ticulk supkieurement. 
n = r n (-r), et W = r - I’ est dense dans C(X). 
DEFINITION 15. Si p et v E M+(X), on pose par dbjinition 
P-cv*P(f) <v(f) VfEr 
LEMME 16. 
(a) La relation p < Y est un un ordre SW M+(X). 
(b) TV < v * p et v ont m&me masse, et coiizcident SUY H. 
SIMPLEXES ANALYTIQUES 465 
(4 vx E x %, < /-h 
(d) P -C v * vf~ C(X), /-4L(f )I = 4L(f)l- 
(a), (b) et (c) sont Cvidents (car W est dense dans C(X)). (d) Soit 
{E “; ;t)soit {f,} C H, M > 0, tels que llfn (/ < M et L(f)(x) = 
lm, n x. 
&W)l = lip ~L(fn> = lip 4fn> = Wf >I (g&e B (b)). 
Soit maintenant fE C(X), et {g,} C V, g, -+ f uniformkment. Alors 
L(g,) -+L( f) uniformkment. En passant & la limite, on obtient done 
PM f )I = M f )I- C.Q.F.D. 
D~NITION 17. Pour toute f E C(X), on pose 
4 = ix E x I f(x) = -w )G)>. A, est un borklien. 
A, est un bortlien. 
PROPOSITION 18. 
(a) L’ordre TV < v SW M+(X) est inductzf vet-s le haut. Toute mesure 
est majoree pour < par une mesure maximale. 
(b) t.~ est maximale o Vf c C(X), p(f) = p[L( f )]. 
(c) t.~ est maximale o Vf E r, TV est portee par A, . 
(d) VP E M+(X), ‘I 2 existe une seule mesure maximale majorant p
pour <. 
(e) Vx 6 X, la mesure maximale majorant 6, est pL2 .
(4 PI t ( 1 e c se d kmontrent classiquement en utilisant le lemme 16, 
la compacitk vague de M,+(X), et la densitk de W (cf. [.5], [6]). 
(d) Soit TV E M+(X), t e soit v une mesure maximale majorant CL. Si 
f E C(X), 4 f ) = @( f )I d’aprhs (b) et +( f )I = ,4L( f )I d’apr&s 
le lemme 16. Done V( f ) = p[L( f )] est uniquement dCterminCe par p, 
et u est done unique. (e) Si p = a,, la mesure maximale v majorant p
estdCfinieparv(f)=~[L(f)]=L(f)(x)=~.,(f):~=~~ 
C.Q.F.D. 
Remarque 19. En utilisant ladensitk de W, il est facile de voir 
qu’on a aussi: p est maximale - Vf E C(X), p est portke par A, . 
COROLLAIRE 20. Soit &I l’ensemble des mesures maximales. +#I est 
un sous-c&se convexe de M+(X), hkeditaire a gauche, stable par in& 
gration. 
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DEFINITION 21. Si x E X, on pose Mz = {f.~ > 0 1 p > S,}, M, = 
{CL 3 0 I pz < I” < %> = {CL 6 Ml+(X) I vf E r, ~(f ) 3 f(x)). On pose 
E(T) = {x E X 1 M, = (6,)). C’est la frontiere de Choquet de r. 
PROPOSITION 22. E(T) # 8, et E(F) = ntEr A,. E(T) est lafrontiere 
de Silov de lT 
C’est la un resultat classique (cf. [6], [Id]). 
PROPOSITION 23. Soient 8* et I?’ les duaux algebrique t topologique 
de ET, I?+ et H’f leurs c&es positifs pour l’ordre dual de celui den. 
Soit 6 l’application x + 6, de X dans I?‘+, et soit Y = z[a(X)] 
l’enveloppe convexe ferme’e de 6(X) pour *(I?, R). Alors: 
(a) R’+ = B*+, et A’ = A’+ - B’f. 
(b) Y est un convexe compact pour ~(l?‘, R), base du c&se I?+, 
forme’e des formes line’aires continues SUP I?, positives, de norme 1. De plus, 
c?(Y) C 6(X) (oh &(Y) est 1’ ensemble des points extremaux de Y). 
(c) B s’identt$e, pour l’ordre t la norme (isometric), a l’espace A(Y) 
des fonctions af$nes continues SW Y. 
(4 resulte de theoremes classiques sur les espaces norm& 
ordonnes ([IO], [16]). 
(b) et (c) sont aussi classiques (cf. [6], [IO], [1.5], [16]). 
THBORBME 24. Soit L un H-opbateur de Lion sur X. Alors l’espace I?, 
muni de la norme uniforme et de son ordre naturel, est un espace simplicial, 
c’est-a-dire que les proprie’tes uivantes, d’ailleurs equivalentes, sont 
veri@es : 
(a) I? vhijie le lemme de Riesz. 
(b) R’ est re’ticule. 
(c) Y est un simplexe. 
On connait l’equivalence de ces proprietes (cf. [6], [7], [8], [16]). 
Demontrons (b): 
- Soit 1 E I?‘+. Par hypothese 1 E R, done C(X) = A + C+(X). 
D’apres un theoreme de prolongement, il existe une mesure p > 0 
qui prolonge 1 ?I C(X) 
- Soit f E V. Soit {f,} C H, fn + L( f ) simplement, // fn 11 < M. 
Alors p[L( f )] = lim, I”( f,) = lim, l(f,). Done, Vf E V, lim, I( fn) 
existe pour toute suite { fn} donnee par la condition de Lion, et toutes 
les limites relatives aux differentes uites { fn} sont &gales a p[L( f )]. 
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Mais comme ceci est vrai pour toute mesure p prolongeant 1, il en 
resulte que pour toutes ces mesures p, p[L( f )] a m&me valeur. 
- Or, parmi ces mesures II, il en existe au moins une maximale, v. 
Mais elle verifie alors v( f ) = v[L( f )] Vf E V. Done, il existe une 
seule mesure maximale vr prolongeant 1, et elle st definie sur V par 
y,f, = lim?L 4fn) P our toute suite {fn} don&e par la condition de 
- L’application ainsi definie: 
I+ q :p++J& 
est Cvidemment lineaire, bijective, t croissante, de par la forme 
m&me de vI sur V. 
Or A, sous-cone convexe hereditaire a gauche de R?+(X), est 
reticule. Done, I?‘+ est reticule. L’idCe de cette demonstration se 
trouve en fait dans [I2]) C.Q.F.D. 
DEFINITION 25. Nous appellerons E(H) la front&e de Choquet de H 
(cf. [4]), et &, le plus petit cone convexe ferme’ semi-re’ticule supkrieurement 
de C(X), contenant H.On a 6, C P, 8,, n (-cY& = R, 8, - 8, = C(X). 
Pour toutes p, v E M+(X), on pose p <( v si Vf E &,, p( f ) < v( f ). 
LEMME 26. 
(a) Soit S l’ensemble des fonctions convexes continues sur Y. Alors 
8, s’identiJe, par 6, h l’ensemble des traces ur 6(X) des fonctions deS. 
(b) La relation p <( v est la restriction a M+[S(X)] de 1’0: dre de 
Choquet sur M+(Y) (cf. [6]). 
(c) E(H) est non vide, et 6[E(H)] = &(Y). 
(d) Pour toute p E M+(X), il existe une mesure maximale v et une 
seule majorant ppour <<. Si x E X, on notera vz la mf sure maximale pour 
<( majorant 6, . 
La demonstration est classique (cf. [4], [6], [!6]), en utilisant la
proposition 23et le theoreme 24, et en remarquant qu’on a 1’CgalitC: 
80={fEC(X)j VE >03h,,...h,EHtellesquef>Sup(h,,.. h,)>f-6) 
L’introduction de E(H) permet d’enoncer le corollaire suivant au 
theoreme 24: 
COROLLAIRE 27. Soit K un compact inclus darts E(H), et + E C(K), 
O<+<l. Alorsilexisteh~~tellequeO~h~l eth=$surK. 
5SO/2/4-7 
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Ceci resulte facilement du theoreme d’Edwards ([7], [I6]) applique 
au simplexe Y. 
Remarque 28. Bien entendu, &,, # r, et < # <( (il suffit de 
regarder le cas ou X = [0, 11, et L defini par 
W)(4 = al) + (1 - XMW 
Nous allons comparer les mesures pz et vz associees a un point x. 
LEMME 29. Soit 4 E go . Pour tout x E X, posons: 
Ce lemme est classique, une fois traduit en termes de convexe 
compact dans I?‘+ (cf. [6]). 
PROPOSITION 30. Pour tout x E X, pz = us . 
Soit + G b, , et soit # > q5, Ji E 23. Par definition ~~(4) = L(#)(x). 
(4 Ib = L(#) > L(4). Done Inf,,b/4sH 964 2 L($)(x) vx E X. 
(j3) D’autre part, soit v telle que v = 6, sur H, v E M+(X). Alors 
d’apres le thCor&me de Lebesgue, v = S, sur L(V), done v = 6, sur 
L[C(X)] (continuite de L). 
Done, si + E G$ C r, v[L(+)] = L(+)(X) 
Mais L(4) > 4. Done L(~)(X) > ~(4). 
(y) En comparant (a) et (/3), il vient, par le lemme 29: v,(4) = 
a(x) > pJ$) = L(+)(x) > b(x) = v,(4). Done pz = vz sur &,, . Comme 
&‘a - rTO est dense dans C(X), pz = vz . C.Q.F.D. 
COROLLAIRE 3 1. On a l’lgalite’: E(H) = E(r). 
En effet, x~E(r)o6, = pzo& = v,ox~E(H). 
Nous allons maintenant donner le representation simpliciale d’un 
operateur de Lion. Pour cela, nous avons besoin d’une definition. 
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DEFINITION 32. Soit Y un simplexe, et, Vx E Y, soit vz la mesute 
maximale de barycentre x. Soit A(Y) l’espace des fonctions affines 
continues ur Y. 
Pour toute f E C(Y), on pose: 
wk4 = %(f) 
On dira que Y est un simplexe de Lion (resp. un simplexe de Lion fort) 
si P est un A( Y)-opkateur de Lion (resp. un A( Y)-ope’rateur de Lion fort). 
Remarque 33. On sait que pour tout simplexe Y, et toute f E C(Y), 
la fonction P(f) est affine bordlienne, limite uniforme de diffkrences 
de deux fonctions affines semi-continues supkrieurement (cf. [6]). 
Ce fait sera exploit& au 96. 
Voici alors le thCor&me de rCprCsentation simpliciale. 
TH~~ORBME 34. La donne’e d’un H-opkateur de Lion L sur un espace 
compact X est e’quivalente cila don&e d’un simplexe de Lion Y. 
Plus prtkistment, X, H et L e’tant donnb, Y est le simplexe dkjni 
dans l’e’nonce d  la proposition 23. Si L est un H-ope’rateur de Lion fort, 
Y est un simplexe de Lion fort. 
Nous avons juste A dkmontrer que le simplexe Y de la proposition 23 
est de Lion. Pour simplifier les notations, on considkrera X comme 
un sous-ensemble de Y. 
Soit V, = {f E C(Y)/ f Ix E V}. 11 est facile de voir que V, est 
dense dans C(Y). 
Soitf E V, , et soit g = f lx E V. Soient {h,} C H C A(Y), et M > 0, 
tels que 11 h, 11 < M, et, Vx E X : h,(x) +L(g(x)) = pz(g) = vz(g). La 
mesure va: est port&e par X, done v%(g) = vz( f ), done h, -+ P( f )ix = 
L(g) simplement sur X. Or les h, sont affines continues sur Y, done 
“vkifient le calcul barycentrique”, et il en est de mCme de P( f ), 
d’aprks la remarque 33 (cf. [q). 
Soit y E Y, quelconque. P(f)(y) = vJP( f )]. Or vy est portde par X, 
et, sur X, P( f ) = lim, h, , avec 11 h, 11 < M. D’aprks le thCor&me 
de Lebesgue, on a done: 
Done h, + P( f ) simplement sur tout Y, et 11 h, 11 < M. Done Y 
est un simplexe de Lion, et L et P sont reliCs par: 
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De plus, si V = C(X), V, = C(Y). Done si L est un H-opkrateur 
de Lion fort, Y est un simplexe de Lion fort. C.Q.F.D. 
Le simplexe associk hun H-opkrateur de Lion L va nous permettre 
de caracthiser lecas oh L envoie C(X) dans C(X). 
THBORBME 35. Soit L un H-opkateur de Lion SW X. Les assertions 
suivantes sont t!quivalentes: 
(4 x -+ pz est vaguement continue. 
(b) L[W)I c C(X). 
(c) R est re’ticult? pour son ordre propre. 
(d) L est un projecteur SW A. 
(e) E(H) est fermt!e. 
(f) Pour toute fE C[E(H)], ilk ER telle que h = f SW E(H). 
(g) Y est un simplexe de Bauer. 
(a) o (b): x-+ pz vaguement continue oVf E C(X), x -+ pg. f) = 
L(f)(x) continue oL[C(X)] C C(X). 
(b) o (d): c’est la proposition 9.
(d) + (c): c’est le lemme 2 (ou la proposition 11). 
(c) 3 (d): il suffit de montrer que L[C(X)] C H. Soit 8; le the 
form6 des enveloppes upkrieures d’un nombre fini de fonctions deR. 
Alors 8; - 8’; = C(X). D one il suffit demontrer que L(Eh) C R. Soit 
+ = Sup(f, ...,fJ E 8;. D’aprks le lemme 29 (car B,!, C go): 
L(4) = Inf&>,+lkH # = Inf,,,,,a *. Comme 27 est rCticulC, cette 
dernikre fonction est fi V fi V a** Vf, , qui appartient B R. Done 
L(4) E 2% 
(cl * (e> u (f) u k): c’est un r&hat de Bauer sur les simplexes 
(cf. [4, [W). C.Q.F.D. 
COROLLAIRE 36. Soit (P,),,, un semi-groupe markovien fortement 
continu d’ophateurs positifs sur un espace compact me’trisable X, tel 
que H, l’espace f rme’ engendre’ par u 1,0 P,[C(X)], s&are X. Soit, 
Vf E C(X): 
Alors PO envoie C(X) duns C(X) si et seulement si I’espace H est re’ticult! 
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pour son ordre propre, et alors, si f, g E H: 
f y g = ‘;z Pt[SUPcL &I = ~o[SUP(f, &!)I* 
Un corollaire analogue peut s’enoncer pour une famille resolvante 
(VA>0 * 
5. DEUX EXEMPLES IMPORTANTS DE SIMPLEXES DE LION 
Un simplexe de Lion est done un simplexe X, muni d’un sous- 
espace dense V de C(X), tel que Vf E V 3{ f,) C A(X) telle que: 
lo Pour tout x, lim, f,(x) = pz( f ) (oh est la mesure maximale 
de barycentre x). 
2O 11 existe M > 0 tel que, Vn, jl fn I/ < M. (en fait, 2O resulte 
de lo d’apres un resultat deChoquet: cf. lemme 48). 
THBOREME 37. 
(a) Tout simplexe m&Gable est un simplexe de Lion. 
(b) Un simplexe dont l’ensemble d s points extre’maux est un K,, 
(&union dhombrable de compacts) est un simplexe de Lion fort. 
(a) En effet, Vf E S, cane des fonctions convexes continues, la 
fonction L( f ) : x + pz( f ) est affine semi-continue superieurement, 
D’aprb un theoreme de Mokobodzki ([13]), 3{g,} C A(X), la suite 
{g,} &ant decroissante, lle que g,(x) > L( f )(x) Vx, et Inf, g, = L( f ) 
(on peut se ramener a une suite parce que X est metrisable). 
On peut done verifier la condition de Lion pour le sous-espace 
dense de C(X) : V = S - 5’. 
(b) On suppose que &(X) = (J, ai K, , K, , compacts. 
Soit f 6 C(X). D’apres le theoreme d’Edwards ([7]), V n 3, E A(X) 
telle Ilk// < llfll = M et knlK =f IK . 
Soit x E X. La mesure pz “est por”tCe par a(X) (cf. [6]). Posons 
Pour toute f E C(X), pz( f) = lim, uJ f ). Or on a: 
rf(f”j =, $,) = h,(x,), ou x, est la resultante d v, (on suppose que 
X est plonge dans l’espace A(X)‘, dual de A(X)). 
I k&i - 4 I < MII % - x lI,4cx,, = M ),~~px) I 4~ - 4 I 
llhl SIl 
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or Pz[~(X)\~nI + 0 q uand n -+ + co. Done h,(x,) - h,(x) + 0. 
Comme h,(x,) = v,( f ) + p,J f ), on en deduit que: 
C.Q.F.D. 
COROLLAIRE 38. 
(a) Tout simplexe de Bauer X (c’est-a-dire avec&(X) fermk) est 
un simplexe de Lion fort. 
(b) Tout simplexe dont l’ensemble d s points extrkmaux est dknom- 
brable st un simplexe de Lion fort. 
Remarque 39. 11 existe des simplexes non metrisables dont 
l’ensemble des points extremaux est un K, non ferme. 
Exemple. Soit J = [0, I]‘, I non denombrable, soit E = M(J), et 
X1 = Ml+(J), simplexe de Bauer non metrisable. Soit H = 
if E W, 11) IS’f(t) dt =f(W L’ es P ace H est isomorphe a l’espace 
des fonctions Oaffines continues sur un simplexe X2 : X2 = 
(1 E H’ ) 1 > 0 et 11 I(] = 1} C H’. Alors 8(X,) Z [0, l[ est un K, , et 
H’ 2 {P E JqP9 11) IPL({lI) = 01. 
Dans E x H’ x R, soit 
Alors X est un simplexe non metrisable, t8(X) ,” J u [0, l[, est 
un K, non ferme. 
6. OPSRATEURS SIMPLICIAUX ET SIMPLEXES 
Nous allons generaliser la notion d’operateur deLion, pour Ctudier 
quelques proprietes des simplexes quelconques, en introduisant les 
“operateurs simpliciaux”. Nous restreindrons ensuite notre etude aux 
“operateurs analytiques”, dont les operateurs de Lion sont, en 
apparence, un cas particulier (bien qu’en fait il n’en soit rien: cf. 
corollaire 64). 
DEFINITION 40. Soit X un espace compact, et soit H un sous-espace 
de C(X), @arant, contenant les constantes. 
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On appellera yx(X) le sous-espace de gor(X) for& des fonctions f 
qui “vkiJient la calcul barycentrique modulo H”, c’est-d-dire telles que: 
Vp,vEM+(X):{p =vsurH}=-(p(f) =v(f)] 
On appellera H-opkateur simplicial sur X une application line’aire 
positive 
L : C(X) - YXW 
telle que, Vf E H, L( f ) = f. 
Si 9 est un sow-espace de yx(X), stable par limites simples de 
suites bornees, on dira que L est subordonne a 9 si L[C(X)] C 5%. 
Alors, necessairement 9 3 H. 
Nous gardons les memes notations: x = C(X) + L[C(X)], r = 
{f~W)lf a(f)19 CL-XV--P(f) <v(f) ~f~Qb~~~+v)), 
Y = z[s(X)], E(H) = frontiere de Choquet de H, pz definie par 
Pz( f) = 4 f )(d- 
Nous allons resumer en un &once les proprietes des operateurs de 
Lion qui s’etendent aux operateurs simpliciaux, et nous indiquerons 
seulement les demonstration qui sont changees. 
TH~ORBME 41. Soit L un H-opkrateur simplicial sur X, subordonnt 
CisB, 
(4 R={fEW)IL(f)=fl. 
(b) L’espace L[C(X)] est re’ticult! pour son ordre propre, et invariant 
par L; si f, g E L[C(X)], f V g = L[Sup( f, g)]; Linduitun projecteur 
de 2” sur L[C(X)]. 
(c) I? est un espace simplicial (c’est-&dire vbife le lemme de Riesz). 
(d) Y = G[8(X)] est un simplexe. 
(e) Les assertions suivantes sont kquivalentes: 1. If est re’ticulk; 
2. L[C(X)] c C(X); 3. L est un projecteur continu positif sur R; 
4. x -+ pz est vaguement continue; 5. Y est un simplexe de Bauer; 
6. E(H) est ferme’e; 7. Pour toute f E C[E(H)], 3h E fl telle que h = f 
sur E(H). 
(f) L(a) c 9; a n yH c 9. 
L’esprit des demonstrations est analogue a celui des demonstrations 
des paragraphes precedents. Demontrons, par exemple, (a), (c) et (f). 
(a) A = {f 1 L( f ) = f] 3 R. Soit p une mesure nulle sur II, 
Alors, p est nulle sur yH, done sur 9. Soit f E A. L(f) E 9, done 
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PLw)l = 0. c omme L( f ) = f, p( f ) = 0. Done p est nulle sur A, 
et A C R. 
(c) Demontrons simplement que VI E E-i’+, 3~~ maximale pour <, 
unique, telle que I( f ) = am Vf 6 H. 
Soient deux mesures p, v, coi’ncidant avec 1 sur H. Alors p = v sur 
y&X), done sur 9. Done on peut definir Isur 9 par l( f ) = p( f ) Vp 
coi’ncidant avec 1 sur H, et 1 ne depend que de 1. Soit p maximale 
coi’ncidant avec 1 sur H, et soit f E C(X). Alors p(f) = p[L( f)] = 
J[L( f )], ne depend que de 1 (car L(f) E 9). 
(f) L(99) c 9 se demontre par recurrence transfinie, de facon 
Cvidente, a partir de l’inclusionL[C(X)] C 9 et de la “continuite” de L 
pour la convergence simple de suites bornees (qui resulte du theoreme 
de Lebesgue). 
Soit alors x E X. Par hypothese pz = 6, sur H, done pz = 6, sur 
y&X). Done L( f ) = f ‘df EyN , done Vf E ~27 n yH . Done 
9? n YH = L(s% n yH) CZ@#) C 9. 
C.Q.F.D. 
Si F est un ensemble de fonctions bornees sur X, on notera Q(F) 
l’ensemble des limites simples de suites bornees de fonctions de g. 
DEFINITION 42. On pose B, = C(X), et, pour tout ordinal ‘2, on 
de!nit pay recurrence transfkie B, pay B, = Q(usca B,). C’est l’espace 
des fonctions bornees de classe 01 de Baire. On a 9? = uoraO B, . On pose 
de m&me L, = L[C(X)], et, VIZ, L, = QIIJacU LB]. Alors 9 = Urr2” L, 
est le plus petit ensemble de fonctions contenant L[C(X)] et stable P'EY 
limites imples de suites bornees. 
TH~~ORBME 43. Soit L un ope’yateur H-simplicial SW X. Alors il est 
subordonne’ a 9, et L(a) et S? n yH sont inclus dans 2. Pour toute 
fELi?, L(f) = f. De pl us, 2? est ye’ticule pour son ordre propre, et 
chaque L, , 01 > 0, est un sous-espace re’ticule d 2’. Enjin, si ,f, g E 2, 
f “2 g = LWP(f7 dl. 
La settle chose a demontrer est que 9 et les L, sont reticules. 
9 est “l’adherence”, pour la notion de convergence simple de 
suites born&es, de L(P - r). Done 9 est reticule d’apres le lemme 3, 
et si f, g sont dans 9, f Vg = L[Sup(f, g)]. L’espace L, est reticule 
d’apres le theoreme 41,b). Enfin, si on remplace Lo par L(P - P), L, 
est le m&me Voc 3 1. Done chaque L, est un sous-espace reticule de 9, 
d’apres la remarque 4. C.Q.F.D. 
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On peut se poser le probleme de savoir si la don&e de l’espace H 
ne determine pas completement un operateur H-simplicial qui lui 
serait eventuellement associe. La reponse st affirmative: 
PROPOSITION 44. Soit H un sous-espace separant de C(X), contenant 
les constantes. Alors il existe au plus un opkateur H-simplicial L associe. 
En effet, soit 8; le cone des enveloppes uperieures d’un nombre 
fini de fonctions de H. Si L est un H-operateur simplicial alors on a, 
pour + = Sup(h ,...,.f,> E H: 
(cf. lemme 29) 
Done L(+) est parfaitement determinCe par H. 
Comme 8; est total, L est unique. C.Q.F.D. 
A un operateur simplicial L on a associe, par la theoreme 41,d), 
un simplexe Y tel que R 2 A(Y). Nous allons voir inversement, 
qu’a un simplexe on peut associer canoniquement un operateur 
simplicial, et que par le pro&de du theoreme 41,(d) on retrouve le 
simplexe initial. 
DEFINITION 45. Soit X un simplexe. On note A, le c&e des 
fonctions afjnes semi-continues suptrieurement sur X, et on prend 
H = A(X). 
On pose: Do = As - As ; Vol ordinal, D, = Q[u,<a D,]; et 
9 = ua>* D, . L’espace yA(X) n’est autre, ici, que l’espace d s fonctions 
afjnes bore’liennes vkifiant le calcul barycentrique. 
11 est facile de voir que 9 C yA(X) car A, C yA(X), et 9 est le plus 
petit espace de fonctions affines boreliennes stable par limites simples 
de suites born&es et contenant As , 
PROPOSITION 46. Soit X un simplexe, tQx E X, soit pz la mesure 
maximale de barycentre x.Alors l’application L defkie par 
4fW = k%(f) ‘Jf E C(X), vx E x 
est un A(X)-ope’rateur simplicial, subordonne’ a 9, et le simplexe associe 
a cet opkateur est isomorphe h X. 
Soit f E S, cone des fonctions convexes continues ur X. Alors 
L(f) est affine semi-continue superieurement: L(f ) E As . Done 
L(S - S) C D, , done L[C(X)] C D, C 9. 
Le reste st evident. C.Q.F.D. 
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THBOR~ME 47. Soit H un sous-espace fermd skparant de C(X), 
contenant les co&antes. La condition ne’cessaire et sufjsante pour qu’il 
existe un opkateur H-simplicial L est que H vki$e le lemme de Riesz. 
Cet opkrateur est alors unique. 
La condition ecessaire sulte du theoreme 41, (c). 
Supposons inversement que H verifie l  lemme de Riesz. Alors on 
sait que H Z A(Y) p our un certain simplexe Y [16]. 
Posons, si f E H : L(f)(x) = pz( f ) (X &ant considere comme 
sous-ensemble de Y). Alors L est bien un operateur H-simplicial 
(proposition 46). L’unicite r sulte de la proposition 44. C.Q.F.D. 
11 convient de rappeler ici un resultat de Choquet (cf. l-51): 
LEMME 48. Soit X un convexe compact quelconque, tsoit d(X) 
l’espace d s fonctions GfJines bore’liennes sur X. Toutes les fonctions de
d(X) sont born&es, etsi une suite {fn} de fonctions ded(X) converge 
simplement, les fn. sont bornkes en norme dans leur ensenmble. 
11 en resulte qu’il sera inutile de supposer, dans le cas de fonctions 
affines boreliennes, qu’on se limite a des suites bornees. 
TH~ORBME 49. Soit X un simplexe, tL l’opkateur associe’ d&i
a la proposition 45. Alors: 
(a) Pour tout ordinal 01 3 0, L(B,) C D, ; L(9) C 9. 
(b) Pour tout ordinal cx 3 0, ya n B, C D, ; y n g C 3, 
(c) L[C(X)], ainsi que 2, le plus petit sous-espace d fonctions 
bore’liennes affines contenant L[C(X)] et stablepar limite simple de suites, 
sont re’ticukpour leur ordrepropre, et si f, g E 9, f V g = L[Sup( f, g)]. 
(a) Le cas 01 = 0 est trivial. Regardons le cas a: = 1. On sait que 
L(S - S) C D, . Comme S - S = C(X), si f E B, , alors f = lim, fn , 
f,ES- S, et Ilf,II GM. D one L( f ) = lim, L( fn) (appliquer le 
theoreme de Lebesgue), et L( f ) E Q(D,) = D, . 
La propriete st done vraie pour 01 = 1. Supposons-la vraie pour 
toutj3<ar.SoitfEB,. Ah f = lim, f, , II .f, II < M, f, E UBca 4 . 
Done L(f ) = lim L(f,) E QEUo<w Wdl C Q[Usiu Dal = D, D’ot~ 
Wtx) C D, . Done L(g) C 9. 
(b) Sur yA , L est l’identid. 
Done 
ya n B, = WA n RI WB,) C R . 
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(c) r&x&e des thtorkmes 41 et 43. C.Q.F.D. 
Evidemment, en gCnCra1 9 n’est pas inclus dans B(X) (mais dans 
k%Yor(X)), done, m&me si L(B) = g, on ne pourra pas appliquer le 
lemme 2, et en dCduire que 9 est r&icuE. NCanmoins, LB est toujours 
r6ticulC. Pour le montrer, nous utiIiserons le lemme 3. 
PROPOSITION 50. Soit X un simplexe. Alors l’espace ~2est rdticule’ 
pour son ordre propre, et tlol > 0, D, est un sous-espace re’ticulk de 9. 
De plus, si f, g E 9, f V g = Wup(f, g)]. 
Nous allons appliquer le lemme 3 avec: 
G = l’espace d s fonctions born&es. 
G’ = Bar(X) 
r = le c6ne des enveloppes supCrieures d’un nombre fini de fonctions de As. 
L envoie G’ dans G, et L est 1’identitC surA,. Soient f, g E A, . Alors 
Wv(f, g)l@) = dsudf, dl = [Sup(.f, g)l%) E A, C G’ cf. VI), 
Par rkurrence, on voit que L(T) C As . 
En utilisant le lemme 3 pour la convergence uniforme et pour la 
convergence simple de suites bornkes, on en dCduit le rksultat. 
C.Q.F.D. 
Remarque 5 1. On voit, au tours de la dkmonstration, que A, est 
rCticulC suptrieurement, done que A, - A, est rCticulC pour son 
ordre propre, ce qui est un risultat classique (car si f, g, h E A, , on a: 
[Sup( f + 4 g + Jq-- = [Sup( f, g)]^ + A). 
Rappelons le r&&at suivant, dQ B G. Choquet (151, [14])): 
LEMME 52. Soit X un convexe compact. Alors toute fonction afine 
sur X, de premib-e classe de Baire, vkijie le calcul barycentrique. 
C’est faux en gth+ral pour les fonctions affines dedeuxit?me classe d Baire, 
m&we si X est un simplexe de Bauer me’trisable. 
Le thCor&me 49 admet alors le corollaire suivant: 
COROLLAIRE 53. Soit X un simplexe. Alors toute fonction f, afine 
sur X, de premihe classe de Baire, est limite simple d’une suite de 
diffe’rences de deux fonctions affines semi-continues supkrieurement : 
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En effet, le lemme 52 dit que ,JZI A B, C yA . 
Done JZ! n B, = yA n B, C D, d’apres le theoreme 49. C.Q.F.D. 
En fait, on verra a l’appendice un resultat meilleur que celui-ci. 
7. LES OPriRATEURS ANALYTIQUES 
DEFINITION 54. Soit X un espace compact, et H un sous-espace 
skparant de C(X), contenant les constantes. On pose Ho = 8, et on 
dkjinit par rtkurrence, pour tout ordinal a, H, = Q(Us<. HB). C’est 
l’espace d s fonctions de H-classe 01. On appelle ST = UaaO H, I’espace 
des fonctions H-analytiques. 
Un ophateur H-analytique sur X est une application line’aire positive: 
L: C(X)-+% 
telle que, pour toute fE H, L( f ) = f. 
Un operateur H-analytique st done un operateur H-simplicial 
subordonne a#. En effet, ilest facile d voir que A? C yH(X), et &? est 
stable par limites simples de suites bornees. 
LEMME 55. Soit L un optrateur H-analytique sur X. Alors on a 
En effet, H C L[C(X)] C #. Done .@ C 9 C .z?. Si L est un operateur 
H-analytique sur X, il est H-simplicial, done vt%i$e les theoremes 41 
et 43. Mais on a des resultats supplementaires.: 
THBORBME 56. Soit L un opbrateur H-analytique sur X. Alors: 
(a) Z=y,nS. 
(b) L est un projecteur continu positif de93 sur s?. 
(c) 3E” est re’ticule’ pourson ordre propre, et si f, g E SF, f V, g = 
JvUP(f, dl. 
D’abord, L est l’identite sur %, car .%’ C yH. Comme .Z C a’, 
x C yu n B est clair. D’apres le theoreme 41 (oh 3 = &?), L(9) C S 
et yu n 9 C 8. D’oti (a) et (b). L’assertion (c) resulte alors, soit du 
lemme 2 (car 9 est reticule), soit du theoreme 43 et du lemme 55. 
C.Q.F.D. 
Now allons particulariser c taines classes d’operateurs H-analy- 
tiques. 
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DEFINITION 57. Un opbateur L, H-analytique SUY X, est dit de 
H-classe u, si il existe un sous-espace dense V de C(X) tel que L( V) C H, . 
Les opkrateurs de H-classe 0 sont les projecteurs positifs sur R. 
Les opkrateurs de H-classe 1 sont les H-opkrateurs de Lion. 
PROPOSITION 58. Soit L un opkrateur de H-classe u SUY X. Alors 
pour tout ordinal 01 > 1 : L(B,) C Ha+, , et yx n B, C Hdl+O . 
Soit V dense dans C(X) tel que L(V) C HO . Soit f E B, . Alors 
f = lim, f, , f, E V, 11 f,, 11 < M. Done L( f ) = lim, L( fn) appartient 
a Q(H.J = Ho+, . 11 est done vrai pour 01 = 1 que L(B,) C Ha+o . On 
le montre pour tout 01 3 1 par une rkurrence Cvidente. 
Soit alors yH n B, . On a yH n B, = L[y, n B,] C L(B,) C H,+- . 
C.Q.F.D. 
Nous verrons plus loin que ce rksultat peut &tre notablement 
amCliorC (cf. corollaire 63). 
Nous allons maintenant Ctudier des “simplexes analytiques”, qui 
seront ceux associks B des opkrateurs analytiques. Nous Ctendrons & 
ces simplexes des rksultats que Alfsen a montr& dans le cas des 
simplexes mktrisables ([I], [Z]). 
8. LES SIMPLEXES ANALYTIQUES 
DEFINITION 59. Soit X un simplexe, et Qf E C(X), L( f ) la fonction 
dkfinie par: 
L(f)(x) = pz(f) (pcL3: mesure maximale de barycentre x). 
Posons A, = A(X), p es ace des fonctions affines continues ur X, et pour 
tout ordinal 01, dt!$nissions A, par rkcurrence par A, = Q[(J,,, AB]. 
A, sera l’espace des fonctions de classe afjne 01. ~2 = (Jolao A, est l’espace 
des fonctions affines analytiques. I1 est clair que Q? C y*(X). 
X est dit analytique si L est un ophateur A-analytique WY X, 
c’est-h-dire siL[C(X)] C GY. 
X est dit simplexe de la classe SO si L est un ope’rateur de A-classe (T, 
c’est-a-dire si3 V sous-espace dense de C(X) tel que L(V) C A, . 
S, est la classe des simplexes de Bauer. 
S, est la classe des simplexes de Lion. 
Le thCorcme 54 nous fournit immgdiatement le r&&at suivant: 
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THBORBME 60. Soit X un simplexe analytique. Alors: 
(a) Q! est exactement l’espace des fonctions bornt!es de Baire, vki$ant 
le calcul barycentrique: 6Z = .!3 r~ ya . 
(b) L est un projecteur continu positif de G? SUY GZ. 
(c) 12 est rtticult? pour son ordre propre, et si.f, g E ~?ZPI: 
f y g = -wuP(f, .!!)I 
De plus, L[C(X)] est un sous-espace re’ticule’ d  GI. 
Le theoreme de representation simpliciale que nous avons montre 
pour les operateurs de Lion s’etend aux operateurs analytiques: 
THBORBME 6 1. Si L est un opkrateur H-analytique (resp. de 
H-classe o) SUY X, le simplexe Y assock! est analytique (resp. de la 
classe S,,), et sa don&e est kquivalente a celle de l’opkateur. 
Nous considerons, comme pour la demonstration du theoreme 34, 
que X est un sous-ensemble de Y. 
1. I? = HO = A(Y) lx. Supposons que V/3 < 01, Hs = A8 Ix. 
Soit fEH,. Alors f = limf, , fn E Uo<= HO , II fn II < M. Done 
fn =gn lX,gnEUB<o A, (et il est facile de voir que I/g, II < M, mais 
c’est inutile). Soit y E Y; t.+, est portee par X, done, d’apres le theoreme 
de Lebesgue: 
&(Y) = d&J = P&n lx) = dfn) -+ Pdf> wand n - +a* 
Done g,Jy) + pLy( f ) = g(y) Vy E Y. La fonction g appartient done a 
Q[(JB<= A4], c’est-a-dire a A, , et g Ix = f (on utilise le lemme 46). 
Done VOL H, = A, Ix. 
Done A? =@jr. 
De plus, si f E @I, et f jr = 0, alors f G 0, car si y E Y, f(y) = pLy( f ) = 
I-%/( f Ix) = PI/(O) = 0. D one, vf E x, 3g unique dans GE qui prolonge 
f a X, et g est donnee par g(y) = pLy( f ). 
2. Supposons que L est H-analytique. Soit f E C(X). L(f)(y) = 
h/(f) = k/(f Ix)* comme f Ix E 2, la fonction L( f ) appartient a @. 
Done X est un simplexe analytique. 
3. Supposons que L est de H-classe u, c’est-a-dire qu’il existe V 
dense dans C(X) tel queL(V)CH,. V,={~EC(Y)]~]~EV} est 
dense dans C(Y). Soit f E VI . Ah L( f)(y) = PJ f ) = P~( f Ix). Or 
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f Ix E H, ; done la fonction L( f ) appartient a A, . Done X est un 
simplexe de la classe S, . C.Q.F.D. 
Nous allons maintenant demontrer un resultat ssez surprenant au 
premier abord: il n’y a pas d ‘autres simplexes analytiques que les implexes 
de Lion, ni d’autres operateurs analytiques que les opkateurs de Lion. 
On a mCme mieux: 
THBORBME 62. Soit X un espace compact, et H un sous-espace 
siparant de C(X) contenant les constantes. Alors, tout operateur L
H-simplicial SUY X, tel que L[C(X)] C a(X), est un H-opbateur de Lion. 
COROLLAIRE 63. Tout ophateur H-analytique L est un H-operateur 
de Lion. Pour tout ordinal 01 > 1, L(B,) C H,,, et yH I-I B, C H,+1 . 
(Ce dernier point ameliore la proposition 58.) 
COROLLAIRE 64. Tout simplexe analytique est un simplexe de Lion. 
Demonstration du the’ordme. 
Nous allons raisonner nterme de simplexe. Tout revient &montrer 
que, X &ant un simplexe, la condition: 
(LX?) : Vjkz C(X), la fonction x 4 pz(f) = L(f) appartient 23 B(X) 
implique que, Vf d’un sous-espace d nse de C(X), L( f ) E A, . 
Soit Sf le cone des fonctions convexes continues positives sur X. 
Pour toute f E S+, f = L( f ) E A, . D’apres (9), L( f ) E g(X). 
11 en resulte que l’ensemble R, = {(x, X) 1 0 < h <f(x)} est un 
ensemble de la tribu de Baire de X x R+ (cf. lemme ci-dessous). 
Comme R, est compact, R, est done un Ga de X x R+. 
Soit U, une suite decroissante d’ouverts de X x R+, tels que 
R, = fLm U, , et U, C X x [O, M] (ou M > Sup,j). Nous nous 
placons, pour la suite de la demonstration, dans X x [0, M]. 
Posons K, = [: Um. Si + est une fonction umerique sur X, a 
valeur dans [0, M], nous poserons S, = {(x, h) 1 h > #J(X)}, et 
S$ = ((x, h) 1 X > 4(x)). Pour tout x E Kr , 3g, affine continue sur X, 
born&e par M, telle que g, > p et x E S, (appliquer le theortme de 
separation de Hahn-Banach a R, et co [{x} u X x {Ml]). 
Alors uzEK1 SB, 3 KI . Done 3x, ,..., x E KI tels que K1 C lJ%i Sz , 
et de plus (uzi Sz ) n R, = @ . 
i 
Soit F = co [ur=k: S;]. Alors F est convexe compact, F T) KI , et 
F C C R, qui est un ensemble convexe. 
482 ROGALSKI 
D’aprb le theoreme de Hahn-Banach, il existe h, affine continue 
sur X, telle que M 3 h, > {, et F C S$ . Done Kr C S& . 
Supposons trouvees h, , h, ,..., h, affines continues, telles que: 
M 3 h, 3 h, a-. > h, > f, et Vp < n, K,, C St . Alors, en refaisant 
la demonstration precedente pour l’ensemble Kk:, = K,,, u S$, , on 
obtient h,,, affine continue, telle que: 
hn 2 hn,, >.i et I&+, CSh*,+, . 
On peut ainsi construire une suite h, par recurrence. 11 est alors clair 
que Inf h, = lim h, = j. Done f E A, . 
Done L(S+) C A, , et L(S+ - S+) = L(S - S) C A, : X est un 
simplexe de Lion, avec V = S - S l’espace dense de la condition 
de Lion. C.Q.F.D. 
Demontrons le lemme dont nous nous sommes servi: 
LEMME 65. Soit f une fonction numtrique sur un espace topologique 
s&pare’ X. Si f est une fonction de Baire, alors {(x, h) / h <f(x)} est un 
ensenmble de la tribu de Baire de X x R. 
R, = k 4 I h <f(4) est le complementaire de I’ensemble 
s, = NX> 4 I h > fW 
Soit Y un rationnel. L’ensemble {zc / f(x) < r} est un ensemble de la 
tribu de Baire de X. 
Soit A, = {x j f(x) < Y} x ]r, + co[ C X x R. Alors A,C S, . Done 
Um 4 C 8, . 
Soit (x, h) E S, : f(x) < h. Soit r E Q tel que f(x) < Y < h. Alors 
(x, A) E A, . Done Sf = UreQ A, . Or chaque A,, appartient a la tribu 
de Baire de X x R. Done il en est de m&me de S, , et par suite, aussi, 
de R,. C.Q.F.D. 
Si X est un simplexe analytique, on peut esperer des renseignements 
sur la “nature” des fonctions affines boreliennes sur X. 
La question naturelle que l’on se pose est: a-t’on: 
(1) dnB,+, =Q[d”BJ ? 
ou meme a-t’on: 
(2) a2 n B, = A, ? 
Un contre-exemple de Choquet montre que, pour 01 = 2, (1) est 
faux (et (2) a fortiori), mCme si X est un simplexe de Bauer metrisable: 
Ml+(P, 11) (cf. PI, [W. 
On obtient le resultat suivant, plus faible: 
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THI?OR&ME 66. Si X est un simplexe analytique, t01 > 1, to&e 
fonction bornke de classe 01de Baire SW X, vth..ant le calcul barycentrique, 
est de classe afjne 01 + 1, c’est-h-dire ya n B, C A,,, . 
C’est la traduction du corollaire 63.
COROLLAIRE 67. Si X est un simplexe de Lion, toute fonction affine 
sur X, de l&e classe d Baire, est de seconde classe affine. 
En fait, on verra a l’appendice un resultat meilleur que celui-ci. 
Nous allons utiliser les proprietes des simplexes analytiques pour 
generaliser un resultat de Alfsen sur la face supplementaire d’une 
face fermee dans un simplexe. 
Rappelons le theoreme de Alfsen (cf. [I], [17]): 
PROPOSITION 68. Soit X un simplexe, tF une face ferme’e de X. 
I1 existe une plus grande face F’ disjointe de F (non fermbe en gh&al), 
et telle que tout point x de X s’exprime d’une fagon et d’une seule sous 
la forme x = hy + (1 - X)y’, avec0 <h < 1, YEF, ~‘EF’. Deplus, 
si 1 F est la fonction caractkistique de F, alors: 
L(l&x) = 0 0 x EF'. 
F’ s’appelle la face supplkmentaire de F. 
DEFINITION 69. Soit X un simplexe analytique. On appellera U-face 
de X une face de la forme 
F =f-‘(0) pour fEbT+ ={gE@Ig >O}. 
Si F = f -l(O), pour f E A,+ = {g E A, 1 g >, 0}, on dira que F est une 
A,,-face. 
THEOR~ME 70. Soit X un simplexe analytique, tsoit F une face 
ferme’e de X, telle que 1, E L’% (resp. 1, E B,). 
Alors la face F’ supplkmentaire de F est une @I-face (resp. une 
A,+,-face), done un ensemble de la tribu de Baire de X (resp. un bore’lien 
de classe de Baire T + 1 multiplicative, c’ st-h-dire un K,a...a ou un 
GO-Cl suivant la parite’ deT). 
En effet, si 1, E 9 (resp. B,), L( lF) E G!(resp. AI+,), et on utilise 
1’CgalitC F’ = L( lF)-l(0). 
COROLLAIRE 71. Si X est un simplexe de Lion, et F une face fermde 
de X qui est un Ga, alors la face supplkmentaire F’ st un K,, . Si, de 
plus, &(X) est fermt, F’ est un Ge . 
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COROLLAIRE 72. Si X est un simplexe me’trisable, et F une face 
ferme’e de X, alors la face supplkmentaire F’ st un Kc8 . 
C’est ce corollaire qu’Alfsen a demontre dans,[l]. 
Remarque 73. On peut en fait montrer, dans un autre cadre, que 
pour tout simplexe X et toute face fermee F, la face supplementaire F’ 
est un G6, et montrer que la decomposition de X suivant F et F’ est 
“borelienne” en un sens convenable (cf. [17]). 
Signalons enfin une propriete importante des simplexes analytiques: 
THI~ORBME 74. Soit X 2412 simplexe analytique, tsoit p E M,+(X). 
On a l’kquivalence des deux assertions suivantes: 
(a) p est maximale pour l’ordre d Choquet. 
(b) p ne charge aucun compact de Bake disjoint de b(X). 
(a) 5 (b) est classique (cf. [6]). 
(b) => (a): Soit f E S. D’apres le theoreme 62, f = L( .f ) E A, C 9. 
L’ensemble bordant A defini par 
verifie: 
Chaque K, est disjoint de g(X), et c’est un compact de Bake, car 
p-fE.97. 
Done si p ne charge aucun compact de Baire disjoint de &Y(X), 
p(K,) = 0 pour tout n 3 1, et ,u(AI) = 1. 
Done p est port&e par tout ensemble bordant, done est maximale 
(cf. WI). C.Q.F.D. 
La classe des simplexes analytiques t relativement large; nous 
avons deja vu qu’elle contenait les simplexes metrisables t les 
simplexes dont l’ensemble des points extremaux est un K, . Or il est 
facile de voir qu’elle possede les deux propriMs de stabilite suivantes: 
(1) La somme directe de deux simplexes analytiques (au sens de 
l’exemple de la remarque 39) est un simplexe analytique. 
(2) Toute face fermee d’un simplexe analytique est un simplexe 
analytique. 
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9. LES SIMPLEXES ANALYTIQUES RBGULIERS 
DEFINITION 75. Un simplexe X est dit rkgulier s’il vt?ri$e: 
(a) 8(X) est universellement mesurable et Porte TV% Vx E X. 
(b) Pour toute fonction continue borne’e f SW 8(X), 3{ fn} C 93 telle 
que: 
llfn II G MY et fn(x) +f(x) quand n + +co, Vx E b(X). 
Si de plus, Vf continue bornte sur &(X), on peut choisir (fn} dans B, , 
on dira que X est rkgulier de type rr. 
On notera B,” l’ensemble des fonctions bornCes de classe de Baire 01 
sur 8(X), et 33’” = Uaa,, B,” . B,’ est l’ensemble des fonctions 
continues bornCes sur a(X). 
Le thCor&me suivant &end un r&ultat de Alfsen ([2]): 
THBOR~ME 76. Si X est un simplexe analytique rLgulier, alors 
LP = a I&X) . Plus prtkise’ment, Vf E gB” la fonction P( f ), dkjinie sur X 
par P(f)(x) = ~L,J f ), appartient ti Q!, et P : 24F + GI est une isomktrie 
bijective linkaire positive inverse de la restriction. 
Si de plus X est rkgulier de type 7~, alors VCY > 0 P(B,“) C Aa+,,+P . 
11 est clair que la recurrence donne le rksultat, d&s qu’on montre 
que P(f)EL2!sifEBod. D’ p a r&s l’hypothbe (b) de la dCfinition 75, 
f = limf,, f,Ea [fnEB, si X est rCgulier de type T], P( f ) = 
limP(fn)=liml(fn)E~[L(~)]=~[P(f)E&[L(B,)]CA,+Bsi~>,l, 
P( f ) E !2l-4 V)l C AZ si T = 0, car on peut alors choisir ( fn} C VJ. 
P est Cvidemment 1inCaire positive, et P( f ) Ibtxj = f. Done P est 
bijective. De plus II P(f )II 2 Ilf Il. Si II P(f )II > Ilf II, 3y E X\&(X) tel 
que, par exemple, P(f W = p&f > > llf II. Or py(f 1 < Ilf II. D’oh 
contradiction. Done II P( f )I] = /If I/, et Pest une isomCtrie. C.Q.F.D. 
Voici deux exemples importants de simplexes rCguliers: 
THBORBME 77. Si X est un simplexe mktrisable, ou si X est un 
simplexe dont l’ensemble des points extre’maux est un K, , alors X est 
rkgulier de type 0. 
(1) Si 8(X> = UW, K,, (K,) suite croissante de compacts, 
Vf E B,,‘, Vn > 0, 3fn E C(X) = B, , telle que 11 fn 11 < A4 = jl f II, et 
frk IL, * En fait, on peut mCme prendre f, E A(X), et lim fn = g E A, . 
Done P(B,“) C A, (ce qui est mieux que ce que donne le thCor&me 75). 
(2) Si X est mhtrisable, &(X) est un Gs . Un thCor&me de 
Kuratowski (cf. [Ill) affirme que toute fonction f de Boa admet un 
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prolongement J a X, ,f E B, . D0nc.f = limf,, , {fn) C 4, , llfn II d Jf, 
et fn -+f sur a(X). C.Q.F.D. 
Remarque 78. 9” &ant Cvidemment reticule, on retrouve, dans 
un cas particulier, le fait que UZ est reticule. Dans [2], Alfsen utilise, 
dans le cas metrisable, un argument direct pour montrer que 
GZ i8(rJ = 9’, sans utiliser le resultat de Kuratowski que nous citons. 
Generalisons enfin un theorbme de Alfsen sur les simplexes 
metrisables ([2]), q ui relie les @!-faces et la structure borelienne de 
4X)* 
THBOR~ME 79. Si X est un simplexe analytique regulier, la tribu de 
Bake 9, de 6?(X) est exactement formbe des ensembles de la forme 
8(X) n F ozi F est une @-face, et l’application 
F-+Fn&(X) 
est une bijection de l’ensemble des G&faces sur S8 . 
La demonstration est la mCme que celle d’illfsen dans le cas 
metrisable. 
Si F est une GZ-face, &‘(X) n F E p8 , Cvidemment. Reciproquement, 
soit A E 9$ . Alors lc+ E &Y’“( 1C-A est la fonction caracteristique de 
l&4). Soit FA = P(l c-&-r(O) (oti P est definie comme dans le 
thCoreme76). FA n b(X) = A de facon Cvidente, et P(lc8,) E GT+. 
Montrons que FA est la seule a-face verifiant cette condition: 
Soient fi , .fi EGZ f, telles que f:‘(O) n 8(X) = f;‘(O) n C?(X) = A. 
Soit x E X. fi(x) = 0 o pz( fi) = 0 e pLz portee par A (car X est 
regulier). La derniere condition &ant independante de i = 1, 2, 
f m) = f 2w. 
11 reste done juste a montrer que pour toute a-face F # 8, 
FnC”(X) #0. 
Soit F = f -l(O) # 0, .f Ea+. Soit x E F. Si c~,[(y /f(y) > 0}] > 0 
ah-s kJf> = f(x) > 0, ce qui n’est pas. Done px est portee par F. 
Comme elle est aussi portee par b(X), pz[F n &(X)J = 1, done 
FnB(X)#0. C.Q.F.D. 
10. APPENDICE: LES FONCTIONS AFFINES DE PREMIBRE CLASSE DE BAIRE 
Les Corollaires 53 et 67 peuvent Ctre ameliores grace au resultat 
recent de Mokobodzki: 
TH~~ORBME 80. Soit X un convexe compact. Toute fonction numdrique 
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f SW X, a#ine, de prem&e classe de Baire, est de premikre classe afine 
(c.a.d. est limite simple d’une suite de fonctions afines continues). 
D’abord on sait que f verifie le calcul barycentrique (cf. [.5], [14].) 
Soit {IJ~~} C C(X), telle que yn -+ f simplement. On peut supposer que 
11 vn (Im < M, car f est born&e. Posons g, = Inf,,, yp et h, = 
SuPp>n VP * Ah g, <f <A,, et g, 7 f, h, L f. La fonction g, 
(resp. h,) est S.C.S. (resp. S.C.I.), done; 
et g$x) = inf I. 
rw=z 
La fonction & est concave S.C.S., et h”, est convexe S.C.I. Comme 
p(f) = f(x) si r(p) = x, puisque f verifie le calcul barycentrique, il 
en resulte que 
Done: 
Done pout tout 1z on peut trouver f,J(X) telle que 
(utiliser le theoreme de Hahn-Banach dans X x R). Done fn converge 
vers f simplement. C.Q.F.D. 
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